KAPITEL 4
UBER DIE VARIATION ZWEI VARIABLEN
INVOLVIERENDER ZUSAMMENGESETZTER
INTEGRALFORMELN

Leonhard Euler

PROBLEM 8
§105 Wenn nach Setzen von v = f Bdx, wihrend ‘B irgendeine Funktion der
zwei Variablen x, y und deren Differentialen
dy = pdx, dp =gqdx, dg=rdx etc.

ist, V irgendeine Funktion von v bezeichnet, die Variation der zusammengesetzten
Integralformel [ Vdx zu finden.

LOSUNG

Weil die Grofle v selbst eine Integralformel [ Bdx ist, ist die Formel [ Vdx
nattirlich zusammengesetzt. Weil also die Funktion V allein die Grofie v zu
involvieren festgelegt wird, wollen wir dV = Ldv setzen; dann aber wird fiir
die Funktion ‘B ihr Differential sein

dB = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.

Weil nach Festlegen dieser die gesuchte Variation

5/ Vdx = /5(de) — / (sVdx + Vdox)



ist, ist durch die oben [§77] verwendete Reduktion
5 / Vdx = Véx + / (dx8V — dVsy).

Weil aber per Annahme dV = Ldv ist, wird fiir die Variation 6V = Lbv sein;
aber wegen v = f Bdx wird zuerst dv = Bdx und daher AV = LBdx sein,
dann aber

dbv =16 / Bdx = Bdx + /(dxé‘B — dBox)

und darum
5V = LBsx + L /(dxé% — d®sx),

und daher
5 / Vdx = Véx + / (L‘deéx + Ldx / (dx6B — dBsx) — L%dxéx)

oder
5/de — V6x+/de/(dx6%—d’B6x).

Aus dem vorhergehenden Kapitel [§86] ist aber klar, dass gilt
/(dxéiB —dBox) =5 / Bdx — Box

dq3 ddQ d3%® d*s
—/wdx@‘ dxz_dx3+dx4_tc>

3
(‘B—dﬂ dd% d'S +etc.>

dx2 dad
dw a- dﬁ dde ¢
d O — etc.
ddw dG
+W <9%— a +etc.>
+ etc.

nachdem das Element dx konstant angenommen wurde und der Kiirze wegen
daher w = dy — pdx gesetzt wurde.

Aber weil daher die Substitution nur Miihe verursacht, wird es besser sein,
die Sache aus der ersten Quelle herzuholen. Weil also aus dem Differential
und der Variation der Grofie B wird
dxdB — dBox =dx (Mdx + Ndy + POp + Qdg + Ror + etc.)
—ox (Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.),



wird wegen
dy = pdx, dp=g4gdx, dg=rdx, dr=sdx etc
dann sein
dxdB — dBox = Ndx (dy — pdx) + Pdx (5p — gdx) + Qdx (8 — rdx) + etc.
Aber wegen des konstanten dx aus §79 wird sein
3

dd
, 0 —rdx = Or — sdx = cw etc.,

dw w
dy — pdbx = w, Op —qdx = — a2 433’

dx

und so wird man haben

ddw d3w d*w
dxd®B — dBox = Nwdx + Pdw + Q e +R 2 +6 P

dessen Integral freilich den oberen Ausdruck liefert. Es werde nun das Integral
J Ldx = I gesetzt und es wird sein

+ etc.,

5 / Vdx = Véx + 1 / (dx6B — dBsx) — / 1(dxsB — dBsx).

Nun wird aber leicht [§81-85] berechnet, dass gelten wird

3
/1 (dxsB — dBsx) :/wdx (m- d.rf | dd1R 4. etc.)

dx + dx2  dad

d.IQ dd.IR
+w <Iq3— dx +W +€tC.>
dw d.I'R
+ a (IQ - W + etC.)
+ etc.,



woher nach der Substitution die gesuchte Variation gefolgert wird

- dp ddo dnr
6/de—V6x+I/wdx(‘ﬂ—dx—|— 12 —dx3+etc.>

3
_ /wdx (I‘ﬁ— d.I'p n dd.IQ d’.IR +etc.>

dx dx? dxs
dQ ddr d%°6
+ Iw (513 - = dxz vy + etc.)
d IQ dd.Im  d3.I6
<1q3 - 12 do + etc.)
Idw a_ dﬁ dde et
P e C.
dw Q_d1m+ddze o
T dx dx a2 8¢

Iddw
dx?

dé
+

<£Ti d+etC>

_ ddw (m N etc)

dx? dx

I(;ij;;u (6 —etc.)

cj: 5 (16 —etc.)
+ etc.

Wenn hier die zwei ersten differentierten Teil wiederum integriert werden,
werden wir nach Reduktion der Ubrigen, indem wir anstelle von dI wieder



den Wert Ldx einsetzen, erhalten

- dp  ddo  &n
5 [ vdx=vex+ [Lax [wdx (m—dx+ - —dx3+etc.)

N /w e (L‘B _LdQ+d.LQ | LddR 4 d.LdR +ddI%

dx dx?
cwlia- LdR +d.LR n Ldd6 +d.Ld& +dd.L& otc.
dx dx?

L (g LS
dx dx
ddw
—— (LS — etc.

t 42 (L& — etc.)

+ etc.,

welche Form die einfachste und zum Gebrauch am meisten geeignetste zu
sein scheint.

KOROLLAR 1

§106 Wenn eine Relation solcher Art zwischen x und y gesucht wird, dass das
Integral f Vdx ein Maximum oder Minimum wird, miissen die Integralanteile
der Variation gleich Null werden; dies kann im Allgemeinen nicht geschehen,
sondern es muss auf die Grenze, bis wohin auch das Integral [ Vdx erstreckt
wird, geachtet werden; wenn wir fiir diese festlegen, dass I = f Ldx = A
wird, folgern wir aus der ersten Form diese Gleichung

d.(A-DP N dd.(A-DN9Q d(A-DR
dx dx? dx3

0=(A-DMN- + etc.

KOROLLAR 2

§107 Wie auch immer aber diese Gleichung fiir jeden sich ergebenden Fall
behandelt wird, es ist immer schliefilich dorthin zu gelangen, dass die Integral-
formel [ = f Ldx durch Differentiation beiseite geschafft wird, mit welcher
Operation zugleich die Grofie A herausgestofien zu werden ersichtlich ist; und
so wird die resultierende Gleichung nicht weiter von der Integrationsgrenze
abhéngen.

etc.>



KOROLLAR 3

§108 Wenn wir daher im Allgemeinen fiir die zu findende Variation der
Integralformel [ Vdx den dem ganzen Integral [ Ldx = I entsprechenden
Wert gleich A setzen, wird die gesuchte Variation so ausgedriickt werden

5 / Vdx = Vox
d(A-DP dd.(A-D1)Q d.(A-DR
+ / wdx ((A M- P + 12 - P + etc.
vwlra- LdR +d.LR n Ldd& +d.Ld6G +dd.L& ~ete
dx dx?

+ d—w LR — 7Ld6 +dI6 + etc.

dx dx

ddw
+ rr (L& —etc.)
+ etc.,

wo A — I der Wert der Integralformel [ Ldx ist, der von der duersten In-
tegrationsgrenze aus bis hinzu einen gewissen Mittelpunkt in riickwartiger
Richtung genommen wurde.

BEMERKUNG

§109 In der Losung dieses Problems offenbart sich eine Abkiirzung, mit
welcher auch die im oberen Kapitel verwendete Analysis nicht unwesentlich
zusammengezogen werden kann. Weil wir namlich dort [§79] zu dieser Formel
gelangt waren

5 / Vdx = Véx + / (dx8V — dVsy),
wird wegen
dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.

und

dV = Mbdx + Noy + Pdp + Qbq + Ror + etc.
sein

dV =dx (M + Np + Pq+ Qr + Rs +etc.),



und daher wird gefolgert
dxdV — dVox = dx (N(dy — pdx) + P(Sp — gdx) + Q(8q — rdx) + etc.).

Wenn nun der Kiirze wegen oy — pdx = w gesetzt wird, wird durch Differen-
tieren sein
5(pdx) — gdxdx — pddx = dw;

aber es ist
5(pdx) = pddx + dpdx,
also

dw
dp — qdx = ax

Auf die gleiche Weise wird, indem diese Formel differentiert wird, wegen
dp = gdx und dg = rdx sein

gdéx + dgdx — gddx — dgdx = dx(8q — rdx) = d,%,
woher Kklar ist, dass fiir oy — pdx = w gesetzt sein wird
1, dw ddw

dw
PN g MY gy T A

und fiir konstant genommenes dx

1 .1  dw Jd3w
or — sbx = ad.ad.a =43
etc.

Deshalb wird sein

Pdw Qddw Rd3w Sd*w
dxdV —dVdx = dx (Nw+ e + a2 + i3 + Ep +etc.>,

wenn freilich das Differential dx konstant angenommen wird.



PROBLEM 9

§110 Wenn v = [ Bdx war, wihrend gilt
dB = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

dann aber V irgendeine Funktion nicht nur der GrofSen

dvy _dp _dq

X, vy, p:a, q_dx' r_dx etc.

ist, sondern auch die Integralformel v = f Bdx verwickelt, die Variation der zusam-
mengesetzten Integralformel [ Vdx zu finden.

LOSUNG

Weil ja V eine Funktion der Grofien v, x, y, p, q, 1, s etc. ist, werde ihr
Differential genommen, das dieses sei

dV = Ldv + Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,
und man wird die Variation von V so ausgedriickt haben
OV = Ldv + Mdx + Ndy + Pdp + Qbq + Roér + etc.;
dann werde aber bemerkt, dass wegen
dv =8dx, dy=pdx, dp=gdx etc

auch gilt
dV =dx (LB + M+ Np+ Pp+ Qr + Rs + etc.)

und
OB = Mdx 4 Noy + Pop + Qdq + Ror + etc.

Aufierdem haben wir

dv = / (Bddx + dxdB) = Bdx + / (dx&B — dBdx),

woher nach Setzen von 8y — pdx = w durch das zuvor Gefundene sein wird

3
dv = Box + /dx <‘ﬁw + ¥dw  Qddw | Ad'w + etc.) ,

dx * dx? + dxs



wo wir zur Gefalligkeit also dx konstant angenommen haben.

Nach Vorbereiten dieser Dinge, da die gesuchte Variation ist
5 / Vdx = Véx + / (dx8V — dVsx),

damit wir die oben gefundene Reduktion gebrauchen konnen, wollen wir
festlegen
dV = Ldv +dW,

sodass gilt
8V =Ldv+ W und dW = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.
Deswegen werden wir diese Form erhalten

5 / Vdx = Véx + / (Ldxdv — Ldosx) + / (dx8W — dWsx),

wo ist

B Pdw Qddw Rd3w
dxdW — dWdx = dx (Nw—i— e + 12 + R —|—etc.>.

Dann aber ist

3
dxdv — dvdx = dx / dx <‘)”(w + Pdw , Qddw + Rdw + etc.)

dx + dx? dxs

wegen dovdx = Bdxdx. Nach Einsetzen dieser wird die gesuchte Variation
berechnet

3
S/de = Véx—l—/de/dx Nw + Pdw + Qddw + Rdw + etc.
dx dx? dx3

Pdw Qddw Rd3w
—I—/dx(N—i— P + Ep + Ep —|—etc.>.

Damit wir nun diese Form weiter reduzieren, wollen wir das Integral f Ldx =
I so genommen festlegen, dass es fiir den Anfang, von wo aus das Integral
f Vdx genommen wird, verschwindet, fiir das Ende, wo das Integral f Vdx



begrenzt wird, I = A wird; und so wird werden

3
) / Vdx =Voéx+ A / dx (‘ﬁw + Pdw + Qddw + QZCLSZU + etc.>

dx dx?

_ Pdw Nddw Rd3w
/Idx <‘)"(w+ iz + EP) + P + etc.

Pdw Qddw Rd3w
-I-/dx(Nw-i— e + a2 + RS -|-etc.>,

um welche Form zusammenzuziehen wir festlegen wollen

N+ (A-I) =N,

(A-DP =",
+(A-DQ=0Q,
+ (A - I)D‘i =R’

etc.,

dass die Form jener, die wir oben [§79-85] behandelt haben, dhnlich hervor-
geht

P'dw N Q'ddw N R'd3w tete)
dx dx? dxd )7
wenn also dort hinter dem Integralzeichen die Differentiale von w eliminiert
werden, werden wir gemafs §86 zu diesem Ausdruck gelangen
dP’ ddQ' d°R’  di¢
! _ J— J—
d / Vdx = /wdx (N I + 2 e + = etc.>

dQ’ n ddR" d3s’ + et
dx = dx?  da '

6/de=V6x+/dx <N’w+

+ Vbdx +w<P’—

!/ !/
+ Konst. <Q - d—R + dds’ etc.>
dx2
ddw , dS’
+ W (R — dx+etc.)
d3
+ dTZg (S" —etc.)
—+ etc.

Der durch Integration eingefiihrten Konstante muss aber ein Wert solcher Art
zugeteilt werden, dass fiir den Anfang der Integration die absoluten Teile der

10



Formel 6 f Vdx auf Null gebracht werden, wenn freilich der erste Integralteil
so genommen wird, dass er fiir denselben Anfang verschwindet; dann aber
muss der ganze Ausdruck zur Grenze der Integration hin fortgefiihrt werden,
fiirr die wirja [ Ldx = I = A zu werden festgelegt haben.

KOROLLAR 1

§111 Im Integralanteil muss die Variabilitdat durch die ganze Erstreckung der
Integration hindurch erfasst werden, in den absoluten Teilen geniigt es aber,
auf den Anfang und das Ende der Integration geachtet zu haben, fiir jede der
beiden Grenzen liefern aber die vorgeschrieben Bedingungen der Variation
die Werte ox, w, ‘%, Cé%“ etc. Und nachdem aus den Anfangsbedingungen die
Konstante in entsprechender Weise bestimmt worden ist, ist dann nur tibrig,
dass die einzelnen Glieder an das Ende der Integration angepasst werden.

KOROLLAR 2

§112 Fiir den Anfang der Integration, wo I = 0 ist, wird zuerst sein
N =N+AN, PP=P+AB, Q=Q+AQ R =R+AR etc,
tur die Differentiale wird aber wegen dI = Ldx gelten

dN’ dN  Adn

dx _E+ dx - L%

und so von den {ibrigen und auf gleiche Weise fiir die zweiten Differentiale

ddN’ _ ddN L AddMn B 2LdM B NdL
dx?2  da? dx? dx dx °

KOROLLAR 3

§113 Fiir das Ende der Integration aber, wo I = A ist, wird sein

N'=N, P=P, Q=Q R =R etc,

11



die Differentialwerte werden sich aber so verhalten

dN’ _dN dP’  dpP dQ'  dQ

poaie Pl AL el e ete

LB, dx dx

die zweiten Grades aber auf diese Weise

ddN'  ddN 2[d®%t  0dL
dx?2  da? dx dx ’
ddP’  ddP 2LdP pdL

dx?2  dx? dx dx

und so weiter.

BEMERKUNG 1

§114 Obwohl die Natur der Variationen und auch der sich dorthin erstre-
ckenden Fragen schon zu Gentige erldutert worden ist, scheinen dennoch so
die Schwierigkeit wie die Neuheit dieses Gegenstandes eine weitere Illustrati-
on zu verlangen, weil es nicht einmal {iberfliissig wire, dass dasselbe ofter
erwdhnt wird. Weil wir also schon zuvor die Geometrie und die Anwendung
dieses Kalkiils auf die Maxima und Minima gebraucht haben, werden wir,
um diese Lehre noch mehr zu erldutern, die Sache hier allgemeiner fiir die
Analysis allein betrachten.

Zuerst wird also irgendeine Relation zwischen den zwei Variablen x und y
aufgefasst, ob sie bekannt ist oder erst zu bestimmen ist, und daraus gebildet
wird dann irgendeine Integralformel [ Vdx betrachtet, die innerhalb gewisser
Grenzen erfasst oder nach Erstreckung der Integration von einem gegebenen
Anfang zu einem gegebenen Ende natiirlich einen gewissen Wert erhalten
muss. Dann aber werde jene Relation zwischen x und y, was fiir eine auch
immer sie war, unendlich wenig verdndert, dass den einzelnen um irgend-
welche Variationen dx vermehrten x nun dieselben auch um irgendwelche oy
vermehrten y entsprechen, wobei freilich zu bemerken ist, dass am Anfang wie
am Ende das Verhiltnis dieser Variationen durch die Bedingungen der Frage
gegeben ist, in der Mitte aber diese Variationen so allgemein angenommen
werden, dass sie nach tiberhaupt keinem Gesetz miteinander verbunden sind.
Dann wird aus dieser variierten Relation der Wert derselben Integralformel
J Vdx, von demselben Anfang aus bis hin zum selben Ende erstreckt oder
innerhalb derselben Grenzen enthalten, bestimmt zu werden aufgefasst, und

12



die ganze Frage handelt nun davon, dass der Ubertrag dieses letzten variierten
Wertes {iber jenen ersten Wert der Formel f Vdx gefunden wird. Weil dieser
Ubertrag durch & f Vdx, welche Form die Variation der Formel f Vdx ist,
gekennzeichnet wird, haben wir bisher eine sich soweit erstreckende Losung
dieser Frage angegeben, dass alle Félle, in denen die Grofie V irgendeine Funk-
tion nicht nur von x, y, p, g, r, s etc. ist, sondern auch dariiber hinaus eine
gewisse Integralformel v = [ Bdx irgendwie involviert, in sich umfasst.

BEMERKUNG 2

§115 Was wir im vorhergehenden Kapitel stillschweigend tiber die der ge-
fundenen Variation hinzuzufiigenden Konstante angenommen haben, welche
natiirlich der Integralanteil der Variation von selbst involviert, scheint es rat-
sam, dies in der Losung dieses Problems genauer zu erldutern. Weil natiirlich
bei allen Fragen dieser Art, die auf Integralformeln zurtickgefiihrt werden,
immer auf die Integrationsgrenzen zu achten ist, weil ja das Integral nichts
anderes ist aufier die Summe der Elemente, die von einer gegebenen Grenze
oder Anfang bis zu einer anderen Grenze oder Ende fortgesetzt wurden, ist
diese Betrachtung vollkommen unerlésslich fiir die jede Integration, ohne
welche die Idee des Integrals nicht einmal bestehen bleiben kann. Deswegen,
nach Festlegen der Integrationsgrenzen, natiirlich Anfang und Ende, sobald
wie der Integralanteil der Integration so angenommen worden ist, dass er
fiir den Anfang verschwindet, muss dann auch eine Konstante solcher Art
hinzugefiigt werden, dass auch die absoluten Anteile fiir denselben Anfang
aufgehoben werden und so der ganze Ausdruck der Variation zu Null gemacht
wird. Nachdem dies getan worden ist, ldsst sich zum Ende der Integration
fortschreiten, sodass auf diese Weise die wahre Variation der vom Anfang bis
zum Ende erstreckten vorgelegten Integralformel erhalten wird.

Aber diese Lehre der Variationen kann auf Fragen zweier Arten angewendet
werden; wihrend in der einen eine gegebene Relation zwischen x und y
angenommen wird und die Variation der ebenso gegebenen Integralformel
J Vdx untersucht wird, nachdem durch die ganze Erstreckung der Integration
den Variablen x und y irgendwelche Variationen zugeteilt worden sind, in
der anderen Art aber jene Relation der Variablen x und y selbst gesucht wird,
dass die Variation der Integralformel | Vdx mit einer gewissen Eigenschaft
versehen ist; wie wenn die Formel einen maximalen oder minimalen Wert

13



erhalten muss, ist es notig, dass diese Variation verschwindet. Dort ergeben
sich wiederum zwei Fille, je nachdem ob ein Maximum oder ein Minimum
Geltung haben muss, ob nun x und y irgendwelche Variationen zugeteilt
werden oder ob diese Variationen einem gewissen Gesetz unterworfen werden.
Dabher ist klar, dass diese Theorie sich um Vieles weiter erstreckt, als sie freilich
bis jetzt verwendet wurde.

PROBLEM 10

§116  Wenn die Funktion V aufler den zwei Variablen x, y mit ihren Differential-
werten

_dy _dp_dg
Pma 17 ar T
auch zwei oder mehrere Integralformel

etc.

V= /%dx, v = /%’dx etc.
involviert, sodass gilt

dB = Mdx +Ndy +Pdp +Qdg +Rdr +etc,,
d®B’ = M'dx +N'dy +P'dp + Q'dg + R'dr + etc.

und nach Nehmen des Differentials auch
dV = Ldv + L'dv’ + Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + etc.,

so die Variation der Integralformel [ Vdx zu finden.

LOSUNG
Wenn die Losung dieses Problems auf dieselbe Weise unternommen wird wie

die des vorhergehenden, wird bald klar werden, dass die Rechnung von den
zwei Integralformeln

v:/%dx und v’:/‘B/dx

14



nicht gestort wird und auch nicht, wenn mehrere solcher Art involviert werden
wiirden. Daher wird die ganze Losung schliefdlich darauf zuriickgehen, dass
nach Festlegen der Integrationsgrenzen zuerst die Integrale

/de: I und /L’dx: I

so zu nehmen sind, dass sie fiir den Anfang der Integration verschwinden,
dann aber fiir das Ende der Integration I = A und I’ = A’ wird; nach Finden
dieser Grofien werde weiter festgelegt

N+(A-DN+ A -T"W =N,
+(A-DP (A—mw—w
+(A-Da+ A -T2 =
+(A-DR+ (A -T"R =

etc .,

und es wird die gesuchte Variation, wihrend jeder der beiden Variablen x
und y irgendwelche Variationen zugeteilt wurden, aus den vorhergehenden
Losungen sein [§110]

/ / 3p/ 4¢/
6/de:/wdx<N’—iI;+ddQ _ &R +dS —etc.>

dx? dxs duxt
dQ’ ddrR’ d3¢
, —_ —
+ Véx +w <P Ep + a2 e —l—etc)

dw < , dR’ dds’ >
+ konst. + — —— 4+ —5 —etc.

dx dx dx?
ddw , ds’

+ W <R — di + etc. )
d3

+ d—;g (S' —etc.)

+ etc.,

wo der Gefilligkeit wegen das Element dx konstant angenommen wurde.

KOROLLAR

§117 Wenn also auch mehrere Integralformeln dieser Art [ Bdx in die
Funktion V auf irgendeine Weise eingehen, wird der Ausdruck der gesuchten
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Variation daher nicht veridndert, sondern es miissen nur die Groflen N/, P/,
Q’, R’ etc. aus ihren in entsprechender Weise bestimmt werden.

BEMERKUNG

§118 Auch wenn die Integralformeln

1:/de, I/:/L/dx

zwei Variablen involvieren und daher keine festen Werte erhalten zu konnen
scheinen, ist dennoch zu erwiégen, dass bei allen Fragen dieser Art immer eine
gewisse Relation zwischen den zwei Variablen x und y eingenommen wird,
ob sie absolut gegeben ist oder erst durch Rechnung bestimmt werden muss.
Unter Verwendung dieser Relation selbst, dass y als Funktion von x betrachtet
werden kann, werden nun jene Integralformeln nattirlich bestimmte Werte
erhalten.

PROBLEM 11

§119 Wenn die Funktion B aufSer den Variablen x und y und deren Differentialwer-
ten p, q, r, s etc. auch die Integralformel u = [ vdx involviert, dass ihr Differential
dieses ist

dB = £du + Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

wihrend gilt
dv = mdx + ndy + pdp + qdg + vdr +etc.,

dann aber V irgendeine Funktion von x, y, p, q, v etc. und dariiber hinaus der
Integralformel v = [ Bdx ist, dass gilt

dV = Ldv + Mdx + Ndy + Pdp + Qdgq + Rdr + etc.,

die Variation der Integralformel [ Vdx zu finden.
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LOSUNG

Aus Problem 9 finden wir so die Variation der Integralformel [Bdx = v;
nachdem nédmlich die Integrationsgrenzen festgelegt wurden und das Integral
J £dx = J so genommen wurde, dass es fiir den Anfang der Integration
verschwindet, werde fiir das Ende J = 2(, dann werde der Kiirze wegen

N+ A —-Tn=9N, P+ -Tp=P, Q+RA-7)g=92 etc;
es wird aus der Losung jenes Problems sein

Pdw Q'ddw R'd3w
dx + EP) + EPS + etc.

- nach Setzen von w = 8y — pdx und fiir konstant genommenes dx.

v = %6x—|—/dx <‘ﬁ'w—|—

Wird nun aber & [ Vdx gesucht, wird wegen
5 / Vdx = Véx + / (dx8V — dVsy),
nachdem der Kiirze wegen festgelegt wurde

dV =Ldv+dW und 8V = Ldv+ dW,

sodass gilt
dW = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

gelten, wie wir ebendort gesehen haben,

5 / Vdx = Véx + / (Ldx6v — Ldosx)
Pdw Qddw Rd3w
+/dx <Nw+ ir + a2 + 113 +etc.>,

wenn dort anstelle von dv und dv die gerade gefundenen Werte eingesetzt
werden, wird sein

/ / /33
dxév—dvéx:dx/dx (m,w+‘pdw+ﬂddw+9‘id w+etc.>.

dx dx? dx3
Nun werde [ Ldx = I gesetzt, nachdem dass Integral so genommen wurde,

dass es am Anfang der Integration verschwindet, am Ende aber I = A wird,
und wir werden haben

B B B , Pdw Q'ddw Rdw
/L(dxév dvéx)—/(A I)dx<‘ﬁw+ i + 12 + P +etc. | .
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Es werden wieder fiir 9, P/, Q', R, etc. die oben angenommenen Werte
eingesetzt und, um die Rechnung zusammenzufassen, werde festgelegt

N+(A-DMN+(A-D)(A—-T)n=N/,

P+(A-DP+(A-DH(RA-D0)p =P,

Q+(A-DNA+(A-DA-T)g=Q,

R+(A-DR+(A-DEA-T)r =R
etc.,

und es ist klar, dass die gesuchte Variation dann sein wird

/ / /313
6/de:V6x+/dx<N’w+Pdw+Qddw+Rdw+etc.),

dx dx? dxs

welche Formel weiter zu demselben Ausdruck entwickelt wird, welchen wir
gegen Ende von Problem 9 [§110] dargeboten haben, welchen es also hier
erneut anzufiihren tiberfliissig wére.

KOROLLAR 1

§120 Hier ist also die Integralformel [ Vdx, deren Variation wir angege-
ben haben, so beschaffen, dass nicht nur die Funktion V' die Integralformel
f Bdx involviert, sondern auch diese Funktion B eine andere Integralformel
f vdx in sich umfasst, wo freilich die Funktion v weiter keine Integralformel
verwickelt.

KOROLLAR 2

§121 Wenn aber auch diese Funktion v dariiber hinaus eine Integralformel in
sich involviert, ist zu Geniige klar, wie dann die Losung in Angriff genommen
werden muss, wenn freilich dann die Werte N’, P/, Q/, R’ etc. dariiber hinaus
von der letzten Integralformel abhéngende Anteile erhalten werden.
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BEMERKUNG

§122 Wie auch immer also die Integralformel [ Vdx zusammengesetzt war,
die bisher erlduterten Vorschriften geniigen voll und ganz, um ihre Variation
zu finden, auch wenn die Zusammensetzung unter Umstdanden unendlich war.
Weil also alle zwei Variablen verwickelnden Ausdriicke, deren Variationen
jemals zu finden sind, entweder von Integralformeln frei sind oder eine oder
mehrere in sich umfassend, und diese entweder einfache oder auf irgendeine
Weise zusammengesetzt sind, scheint diesem Anteil des Variationskalkiils, der
von zwei Variablen handelt, mehr als Gentige geleistet worden zu sein, sodass
kaum weiter irgendetwas vermisst werden kann. Deswegen wollen wir zu
Formeln dieser Variablen fortschreiten und zuerst freilich zu solchen, deren
Relation durch zwei Gleichungen bestimmt wird, sodass zwei Variablen als
Funktion der dritten betrachtet werden konnen, ob diese doppelte Relation
bekannt ist oder aus der Gestalt der Variation selbst zu finden ist.
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